NASTAVNO PISMO
ZA
SREDNJOSKOLSKO
OBRAZOVANJE

ODRASLIH

Zanimanje: VOZAC MOTORNOG VOZILA

Nastavni predmet: MATEMATIKA

DRUGI RAZRED

LINEARNE JEDNADZBE | NEJEDNADZBE

OMJERI | RAZMJERI

TROKUT

CETVEROKUT

KRUG | KRUZNICA

SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

KVADRATNA JEDNADZBA | KVADRATNA FUNKCIJA

NOo s DN

AUTOR: Marija Mlinarevié¢, prof.

Zagreb, 2010.




SADRZAJ

1. Linearne jednadzbe i nejednadzbe .............cccociiiiiiiiiiinn,
1.1. Linearne jednadzbe s jednom nepoznanicom .................
1.2. Primjena linearne jednadzZbe ...
1.3. Linearne nejednadzbe ...

1.4. Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvijema nepoznanicama

1.4.1. Metoda SUPSHLUCIIE  ....vovveiiiiiiii e

1.4.2. Metoda suprotnih koeficijenata ..........................

1.4.3. Graficka metoda rjeSavanja sustava ...................

Zadaci za viezbu ...
2. OMJENT I FAZMJEIT oottt
2.1, OMJEri i FAZMJEIT oo
2.2. ProporcionalnoSst  .......ocieiinitii e
2.3. Obrnuta proporcionalnost  ..........ccoviiiiiiiiiiiieeeeens
2.4, POSIONI  FAGUN e
2.8, PromIlIN  FAGUN e
2.6. RACUN SMJESE  ..viiiiiii it
Zadaciza vjiezbu ...
T I (] (U | PP PEPTRPRP
3L TroKUL oo
3.2.Vrste trokuta ..o
3.2.1. Pravokutan trokut ..o

3.2.2. JednakokraCan trokut ...

3.2.3. Jednakostrani€an troKUL ... ....oiiiii e

R 0= =Y (o) (V| SRR
4.1, CetVErOKUL  ..oivieiii e
4.2. Vrste Cetverokuta ........coooiiiiiiiii
4.2.1. PravoKutnik .......ooiiiiii e

4.2.2. KVaArat  ....oeieieiii e

4.2.3. Paralelogram ...

424, ROMD o

4.2.5. TrAPCZ oot

4.2.6. DEltOid ..oovinii

5. Krug i kruzZnica ...
B KIUQG T KIUZNICA ottt
5.2. Duljina kruznog luka i povrSina kruznog isjeCka ..............
LR T |7 To To o ] U (PP
Zadaci Za VIEZDU  ....ueii i
6. Skup kompleksnih brojeva ..o
6.1. Skup kompleksnih brojeva ...
6.2. Zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva ..................
6.3. Mnozenje kompleksnih brojeva ...
6.4. Apsolutna vrijednost Kompleksnog broja .......ooooiuini i
Zadaci za Viezbu ...
7. Kvadratna jednadzba i kvadratna funkcija ...
7.1. Kvadratna jednadzba ............cccooiiiiiiiiiii
7.2. Formula za rjeSenja kvadratne jednadzbe ....... ...
7.3. Diskriminanta kvadratne jednadZbe ...
7.4. Vieteove fofmule ...

7.5. Graf funkcije f(x) =a(X—X)f + Yy «reoreereerremrimreiineainann
7.6. Nulto¢ke kvadratne funkcije .............ooooiiiiiin.
7.7. Graf funkcije f(x) =ax® +bX+C oororiiiiiii
Zadaci za Viezbu ...

Kontrolna zadaca — zadaci za samoprovjeru znanja ..................
(e 1S3 LY T TN L1 (== L0 ] >

OO N~NOTA,WW

10

12
14
15
16
17
18
20
21
21
21
22
23
23
24
24
24
24
25
25
26
26
27
28
28
29
30
31
32
32
34
34
35
36
37
37
38
40
41
42

46
47

48
50
51




1. LINEARNE JEDNADZBE | NEJEDNADZBE

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Sto je linearna jednadzba? Koji su koraci u rie$avanju linearne jednadzbe? Kako nam
jednadzbe mogu pomodi u rjeSavanju svakodnevnih rieSenja?

2. Sto je linearna nejednadzba i kako se rie$ava?

3. Sto su sustavi linearnih jednadzbi? Kojim metodama ih rjeSavamo? U Kakvim ih
matematickim zadacima koristimo?

1.1. LINEARNE JEDNADZBE S JEDNOM NEPOZNANICOM

Linearna jednadzba s jednom nepoznanicom je jednadzba oblika ax+b =0,
gdje su ai b realni brojevii a=0.

Rijesiti linearnu jednadzbu znaci odrediti takav realan broj koji uvrsten u
jednadzbu umjesto nepoznanice x daje istinitu broj¢anu jednakost.

Dvije jednadzbe su ekvivalentne ako imaju isto rieSenje.

Linearnu jednadzbu rjieSavamo tako da je uzastopnom primjenom svojstava
realnih brojeva svodimo na jednostavniju, ali ekvivalentnu jednadzbu.

U postupku rijeSavanja linearnih jednadzbi primjenjujemo sljedecéa svojstva:
1. Ako lijevoj i desnoj strani jednadzbe dodamo ili oduzmemo isti broj,
rieSenje se ne mijenja. Ovo svojstvo Cesto tumacimo: ako u jednadzbi
Clanove prebacujemo na drugu stranu znaka jednakosti (s lijeve na
desnu ili s desne na lijevu), mijenjamo im predznake.
2. Ako lijevu i desnu stranu jednadzbe pomnoZzimo ili podijelimo istim
brojem razli€itim od nule, rjeSenje se ne mijenja.

Primjer 1. RijeSimo jednadzbu: 8x—2+ x=5x-10.

| na lijevoj i na desnoj strani jednadzbe su i poznati i nepoznati ¢lanovi.
Nepoznate ¢emo napisati na jednoj, a poznate ¢lanove na drugoj strani
jednadzbe. Prema 1. svojstvu: ako poznate ili nepoznate ¢lanove prebacimo s
jedne na drugu stranu jednakosti, promijenit ¢emo im predznak.

8x+x—-5x=2-10
Primjenom svojstva distributivnosti dobivamo:

4x=-81:4 (primijenimo 2. svojstvo)
X=-2
Provjera: 8-(-2)-2+(-2)=5-(~2)-10
—-20=-20
Broj —2 je rieSenje jednadzbe.

linearna
jednadzba

postupak
rjeSavanja
linearne
jednadzbe




Primjer 2. RijeSimo jednadzbu:
35—2-[3-(2x-5)—5-(9—x)] = 3-(4x—-13) - 7x +5.

Najprije se, primjenom svojstva distributivnosti, rjeSavamo zagrada, od
unutarnje prema vanjskoj. Nakon toga, postupamo kao u Primjeru 1.

35—2-[6x—15—-45+5x]=12x -39 - 7x+5
35-12x+30+90-10x =12x—-39—-7x+5
—27x=-189 / :(-27)
X=7

Provjerite je li x =7 rjeSenje zadane jednadzbe.

Primjer 3. Rije&imo jednadzbu: 1—%6 - g _3.

Svaki ¢lan jednadzbe najprije mnozimo s najmanjim zajedni¢kim nazivnikom
(najmanijim zajednickim viSekratnikom) brojeva 5 i 2, tj. brojem 10:
10—-2-(x+6)=5x—-30
10-2x—-12=5x-30
—-2X—-5x=-10+12-30
~7x=-281:(-7)
Xx=4

Provjerite je li x=4 rjeSenje zadane jednadzZbe.

Primjer 4. Rijesimo jednadzbu: — > — X =1,
X“—-x x-1
Najprije nazivnike razlomaka rastavimo na faktore:
#_L:_1 Uvjeti: x=0 i x =1
x(x—1) x-1

Zatim odredimo najmanji zajednicki viSekratnik nazivnika. To je broj x(x—l).
Njime pomnozimo svaki ¢lan jednadzbe:

1-x*=—x*+X
Dobivena jednadzba nije ekvivalentna zadanoj zato Sto brojevi 0 i 1 mogu biti
njezina rjeSenja, ali nijedan od njih ne moze biti rjeSenje zadane jednadzbe.
Nastavimo s rjeSavanjem i dobijemo: x=0.
Za x =0 u prvom razlomku zadane jednadzbe dobivamo nulu u nazivniku.
Stoga jednadzba nema rjeSenje.

1.2. PRIMJENA LINEARNE JEDNADZBE

Zadatke zadane tekstom koji se svode na rjeSavanje linearne jednadzbe
nazivamo problemima prvog stupnja.

Oni u sebi sadrze neki realan, praktiCan problem s kojim se susrecemo u

4




svakodnevnom Zivotu, a za njihovo rjeSavanje nema posebnih recepata.
No, rjeSavanje provodimo u nekoliko koraka:

1. Razumijevanje problema.

2. Odabiranje nepoznate veliCine.

3. Postavljanje jednadzbe.

4. RjeSavanje jednadzbe.

5. Formuliranje odgovora rijeCima.

Primjer 1. Za Skolu je kupljeno ukupno 18 velikih i malih lopti za 753 kune.
Cijena velike lopte je 62.5 kuna, a male 31.5 kuna. Koliko je kupljeno velikih, a
koliko malih lopti.

Ako s x oznac€imo broj kupljenih velikih lopti, onda je 18— x broj kupljenih malih
lopti. Prema uvjetima zadatka piSemo jednadzbu:
62.5x +31.5(18 - x) = 753
RjeSavanjem jednadzbe dobivamo x=6.
Velikih lopti je kupljeno 6, a malih 18—6=12.

Primjer 2. Otac ima 28 godina, a sin 4 godine. Za koliko ¢e godina otac biti tri
puta stariji od sina?

Za x godina ¢e otac imati 28+ x godina, a sin 4+ x. Prema uvjetima zadatka
piSemo jednadzbu:

28+ x =3(4+x)
RjeSenje jednadzbe je x=8.
Za 8 godina otac ¢e biti tri puta stariji od sina, tj. otac ¢e imati 36 godina, a sin
12 godina.

Primjer 3. Iz mjesta A prema udaljenom mjestu B krene autobus i vozi stalnom
brzinom od 70 km/h. Dva sata nakon njega na isti put krene automobil i vozi
stalnom brzinom od 110 km/h. Za koliko vremena ¢ée automobil susti¢i autobus?

Za x sati voznje autobusa automobil ¢e voziti x—2 sata pa vrijedi:

70-x=110-(x—-2)
RjeSenje je x=5.5 sati, tj. automobil ¢e sustic¢i autobus za 5 h i 30 min.

1.3. LINEARNE NEJEDNADZBE S JEDNOM NEPOZNANICOM

Linearna nejednadzba s jednom nepoznanicom je nejednadzba oblika
ax+b<0, ax+b <0, ax+b>0ili ax+b>0gdje su aib realni brojevii a=0.

Dakle, zamijenimo li u linearnoj jednadzbi znak jednakosti znakom nejednakosti,
dobivamo linearnu nejednadzbu.

Broj je rjeSenje nejednadzbe ako uvrsten u nejednadzbu daje istinitu
nejednakost.

primjena
linearne
jednadzbe na
zadatke iz
svakodne-
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Rijesiti nejednadzbu znaci naci skup svih rjeSenja te nejednadzbe.

Nejednadzbe rijeSavamo sli¢nim postupkom kao i jednadzbe:
1. Ako lijevoj i desnoj strani nejednadzbe dodamo ili oduzmemo isti broj,
nejednakost ostaje nepromijenjena
2. a) Ako lijevu i desnu stranu nejednadzbe pomnozimo ili podijelimo
pozitivnim brojem, nejednakost ostaje nepromijenjena.
b) Ako lijevu i desnu stranu nejednadzbe pomnozimo ili podijelimo
negativnim brojem, znak nejednakosti se mijenja.

RjeSenje nejednadzbe zapisujemo u obliku intervala i prikazujemo na
brojevnom pravcu.

Primjer 1. RijeSimo nejednadzbu: 3 X +l > Ex —l.
5 2 2 5
Pomnozimo lijevu i desnu stranu nejednadzbe najmanjim zajednickim
nazivnikom, tj. brojem 10. Buduci da nejednadzbu mnozimo pozitivnim brojem,
znak nejednakosti se ne mijenja:
§x+1 >§x—1 / -10
5 2
6X+5>15x—-4
6X—15x>—-4-5
~9x>-9/:(-9)
Nejednadzbu dijelimo negativnim brojem pa se mijenja znak nejednakosti:
x<1
RjeSenja nejednadzbe pripadaju skupu svih realnih brojeva koji su manji od 1, ij.
X e <— oo,1> .

Primjer 2. Rije&imo nejednadzbu: X =% _ o X1 oy X=1

Lijevu i desnu stranu nejednadzbe mnoZimo brojem 6.

X4 o Xl o X216

3 2 6
2(x—4)-12+3(x+1)<12x—(x-1)
2X—8-12+3x+3<12x—x+1
2X+3X—12Xx+x<1+8+12-3
—6x<18/:(-6)
X=>-3

RjeSenja nejednadzbe pripadaju skupu svih realnih brojeva koji su vecdi ili
jednaki —3, tj. x e (=3,+o0].




1.4. SUSTAV DVIJU LINEARNIH JEDNADZBI S DVJEMA
NEPOZNANICAMA

Sustav dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama je sustav oblika
ax+by=c
{a2x+b2y:c2 ’
gdiesu a,, b, ¢, a,, b, i c, realni brojevi, a x i y realni brojeve koje trebamo
odrediti, fj. nepoznate veliCine ili nepoznanice. Brojeve a,, b, a,i b, nazivamo
koeficijentima uz nepoznanice, a brojeve c, i ¢, nazivamo slobodnim
koeficijentima.

RjeSenje sustava je svaki par realnih brojeva koji uvrdten umjesto x iy u obje
jednadzbe dovodi do istinitih broj¢anih jednakosti.

Kod sustava dviju linearnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama mogu nastupiti
sljedeca tri slucaja:

1. sustav ima to¢no jedno rjeSenje,

2. sustav ima beskonacno mnogo rjeenja,

3. sustav nema rjeSenja.

ViSe je metoda rjeSavanja sustava dviju linearnih jednadzbi s dvjema
nepoznanicama, a ovdje upoznajemo sljedece:

1. metoda supstitucije,

2. metoda suprotnih koeficijenata,

3. graficka metoda.

1.4.1. METODA SUPSTITUCIJE

Metoda se temelji na tome da se iz jedne od jednadzbi jedna od nepoznanica
izrazi pomocu druge, a zatim se uvrsti (supstituira) u drugu jednadzbu.

X—=2y=7
3x+5y =43
|z prve jednadzbe izrazimo x=2y+7 iuvrStavamo u drugu jednadzbu:
3(2y +7)+5y =43
11y =22
y=2

UvrStavanjem u jednadzbu x =2y +7 dobijemo:

x=2-2+7=11
Sustav ima jedinstveno rieSenje x =111 y =2, $to zapisujemo kao ureden par
(12,2).

Primjer 1. RijeSimo sustav jednadzbi: {

sustav dviju
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4x—-y=17

—8x+2y=-13"

z prve jednadzbe dobijemo da je y =4x-7. UvrStavanjem u drugu jednadzbu
dobijemo:

Primjer 2. RijeSimo sustav jednadzbi: {

—8x+2(4x—7)=-13
iz Cega slijedi:
0-x=1
Buduci da ne postoji realni broj x koji ispunjava dobivenu jednadzZbu,
zaklju€ujemo da zadani sustav nema rjeSenja.

Za sustav koji nema rjeSenja kaze se i nemoguc sustav.

— I . ... |4Xx=3y=12
Primjer 3. RijeSimo sustav jednadzbi: .
-12x+9y =-36

|z prve jednadzbe dobijemo da je y :%x—4. UvrStavanjem u drugu jednadzbu
dobijemo:
—12x+9(%x—4j =-36

iz Cega slijedi:

0-x=0
Dobivena jednadzba ispunjena je za sve realne brojeve x. Zato zadani sustav
ima beskona¢no mnogo rjesenja.

Za sustav koji ima beskona¢no mnogo rjeSenja kaze se i neodreden sustav.

1.4.2. METODA SUPROTNIH KOEFICIJENATA

Metoda se sastoji u tome da uz istu nepoznanicu u jednadZbama sustava
imamo suprotne koeficijente sto postizemo mnozenjem jedne (ili obje
jednadzbe)nekim pogodnim brojem. Zatim se jednadzbe zbroje, a pri zbrajanju
jednadzbi jedna se nepoznanica ponisti.

3x+2y=12

2x—y=1

Pomnozimo li drugu jednadzZbu s 2 dobijemo sustav:
{3X +2y =12

Primjer 1. RijeSimo sustav jednadzbi: {

4x-2y=2 "
Zbrajanjem jednadzbi dobijemo:
7x=14
X=2
Uvrstavanjem u drugu jednadZbu zadanog sustava dobijemo daje y=3.

nemogucé
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4x—y—12+x—2y+3 _0

Primjer 2. RijeSimo sustav jednadzbi: > 15 .
S5x-y-9 4x-y-13 1
12 9

Jednadzbe sustava najprije moramo pojednostaviti, tj. srediti sustav.
Mnozenjem prve jednadzbe s 15, a druge s 36 dobijemo:
3(4x-y-12)+x-2y+3=0
3(5x—y—9)—4(4x—y-13)=36
12x-3y-36+x—-2y+3=0
15x —3y —27 —16x+ 4y + 52 = 36
13x -5y =33
-X+y=11
Mnozenjem druge jednadzbe s 5 dobijemo sustav:
13x -5y =33
—5x+5y =55
Zbrajanjem jednadzbi dobijemo:
8x =88
x=11
Uvrstavanjem u drugu jednadzbu zadanog sustava dobijemo da je y=22.

1.4.3. GRAFICKA METODA RJESAVANJA SUSTAVA

Grafi¢ko rjeSavanje sustava dviju linearnih jednadzZbi s dvjema nepoznanicama
temelji se na predoCavanju jednadzbi sustava u koordinatnoj ravnini.

2x—-y=1

X+y=5"

Svaka jednadzba sustava predstavlja pravac u koordinatnoj ravnini. ZapiSimo
njihove jednadzbe u eksplicitnom obliku i nacrtajmo ih u istom koordinatnom
sustavu:

p,...y=2x-1

p,...y=-X+5

Primjer 1. RijeSimo sustav: {

X

y=2x-1 y=-X+5|5|43

SjeciSte zadanih pravaca je tocka S Cije je koordinate
moguce progitati iz koordinatnog sustava, S(2,3).

. . .~ Pravciimaju jednu tocku zajedniCku pa zakljucujemo
/ \ da sustav ima jedinstveno rijeSenje x=2 i y=3.

Py

graficka
metoda
rjeSavanja
sustava




o I X—2y=-4
Primjer 2. RijeSimo sustav: .
X—2y=2
ZapiSimo jednadzbe pravac u eksplicithom obliku i nacrtajmo ih u istom
koordinatnom sustavu:

1
p,...Y= 5 X+2
1
p,...y= > x-1
/ . Uoc¢imo da zadani pravci imaju jednake koeficijente
R EERE smjera. Oni su paralelni, tj. nemaju zajednickih toCaka.

ZakljuCujemo da sustav nema rjesSenja.

X+3y—-6=0

Primjer 3. RijeSimo sustav: .
2X+6y—-12=0

Zapisimo jednadzbe pravac u eksplicitnom obliku i nacrtajmo ih u istom
koordinatnom sustavu:

1
pl...y:—§X+2

1
LLYy=—=X+2

Py...Y 3

Jednadzbama sustava zadan je isti pravac.

Zadani pravci se podudaraju, tj. sve
toCke su im zajedniCke. ZakljuCujemo da
sustav ima beskona¢no mnogo rjiesenja.

ZADACI ZA VJEZBU:

1. RijeSi jednadzbe:
a) 31x-5-3-{2x—-3-[2x-3-(2x-3)]}=—1
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5x+1_1—3x_2x+3_ Xx-3 5
2 4 8 4 2

-~ 3. 5_2 X—i =1_X__6
4 2 3 2 6

5 1 1
3x+4 x-1 (x—1)3x+4)
2 1 2x
x+1 x—-1 x*-1

f)

9)

2. lvan je zamislio broj, pomnozio ga s % od umnoska oduzeo 4, razliku

podijelio s —2 i koli€niku pribrojio 8. Nakon racunanja dobio je rezultat 5. Koji
je broj zamislio?

3. Kad je biciklist preSao tre¢inu puta, do polovine puta ostalo mu je prijeci jos
16 km. Koliko je dug put?

4. U parku je zasadeno 219 stabala. Hrastova je zasadeno tri puta manje nego
javora, breza 14 viSe nego hrastova, a topola dva puta manje nego breza.
Koliko je zasadeno stabala pojedine vrste?

5. Svi u€enici neke Skole planiraju i¢i na izlet. Ako naru€e 15 jednakih autobusa,
ostat ¢e 16 praznih sjedala. Ako naruce 14 takvih autobusa, za 20 ucenika
nece biti sjedecih mjesta. Koliko sjedala ima svaki autobus i koliko u€enika
ima u toj Skoli?

6. RijeSi nejednadzbu, skup rjeSenja skiciraj na brojevnom pravcu i zapiSi u
obliku intervala:
1-0.5x 2-0.25x
a) -
3 4
~1+1.5x  2+0.25% S

b) —x
4 3
1-15x 2-0.25x
X— - <
4 3
X, %

d —2__ 4,150
3 4

7. Metodom supstitucije rijesi sustav jednadzbi:
a) | {2x— 5y=7
-x+3y=-5
) {5-(x—1)—4-(x+ y)=0
4x-3-(y-2)=0
8: Metodom suprotnih koeficijenata rijeSi sustav jednadzbi:

+1<0

2

C) 2
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4x—y—12+x—2y+3:0
a) 5 15
5x—y—9_4x—y—l3:1
12 9
2x+y—6 x+3y+5 Sx—-4y-1
) 3 22
7x+2y+9_3x—y—1_x+y+11:0
6 2 3
9. Grafickom metodom rijeSi sustav jednadzbi:
2) {3x+y:—9
x—y=-1
2X—-y+1=0
{—4x+2y—2=0
0 {x+3y—6:0
Xx+3y+9=0

2. OMJERI | RAZMJERI

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:

1. Sto je omjer? Sto je razmjer? Sto je proporcionalnost? Sto je obrnuta proporcionalnost? Sto
je postotak? Sto je promil?

2. Kako nam navedeni pojmovi mogu pomoci u rjeSavanju problemskih situacija u
svakodnevnom Zzivotu?

2.1. OMJERI | RAZMJERI

Omjer dvaju realnih brojeva jest koli¢nik tih bojeva, tj. a:b= %, gdjesuaib

realni brojevii b=0.
Omijer a:b ¢itamo ,a naprema b“ ili ,a prema b“.

Broj a se naziva prvi €lan, a broj b drugi ¢lan omjera. S obzirom da je omjer
koli¢nik, za njega vrijedi svojstva racionalnih brojeva.

Vrijednost omjera se ne mijenja ako mu se oba ¢lana pomnoZze ili podijele istim
brojem razli¢itim od nule.

Primjer 1. Pojednostavnimo omjere:

a) 32:24:g:ﬂ:4:3
24 3

b) 5i;3§=§;2=§:%=81:54=3:2
16 8 16 8 16 16

omjer
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c) 09:45=9:45=1:5

Jednakost omjera a:b i c:d, gdje su a, b, cid realni brojevi i razli€iti od nule,
tj.
a:b=c:d
naziva se razmjer (proporcija).
Razmjer a:b=c:d cCitamo ,a naprema b se odnosi kao ¢ naprema d*.

Brojevi a i d se nazivaju vanjski, a b i ¢ unutarnji ¢lanovi razmjera.
S obziromdaje a:b=c:d mozemo pisati %z% pa prema kriteriju jednakosti

racionalnih brojeva slijedi da je

a-d=b-c.
Drugim rijeCima, umnozak vanjskih ¢lanova razmjera jednak je umnosku
unutarnjih ¢lanova razmijera.

Primjer 2. IzraCunajmo nepoznati ¢lan razmjera:

a) (5-x):4=(2x-3):6
Buduci da je umnozak vanjskih ¢lanova razmjera jednak umnosku
unutarnjih ¢lanova razmjera, slijedi:
6-(5-x)=4-(2x-3)

30-6x=8x-12
—14x =-42
X=3

Jednakost triju ili viSe omjera naziva se produzeni razmjer.

Primjer 3. Izrazmjera a:b=2:31i b:c=5:6 odredimo produzeni razmjer
a:b:c.

Iz a:b=2:3 slijedi ang,aiz b:c=5:6 slijedi c:gb.

a:b:c=gb:b:§
3 5

bzz:l:gzg:g:gzm:l&l&
3 5 15 15 15

razmjer

produzeni
razmjer
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2.2. PROPORCIONALNOST

Dvije su veli€ine proporcionalne ako iz poveéanja (smanjenja) vrijednosti jedne
od njih slijedi povecanje (smanjenje) vrijednosti druge veliine isti broj puta.

Kazemo da je veli€ina y proporcionalna veli€ini x s koeficijentom
proporcionalnosti k (k >0) akoje : y=k-x.

Ako su x i y proporcionalne veli€ine tada vrijedi razmjer x, : X, =Y, : Y,, gdje su
X, 1 y,, odnosno x, i y, odgovarajuce vrijednosti veli€ina x i y.

Postupak koji éemo primjenjivati pri rjeSavanju zadataka kod kojih izmedu
zadanih i trazenih veli€ina postoji proporcionalnost ili obrnuta proporcionalnost
naziva se pravilo trojno.

X Y

X, Y,

X X =Y11Y,

Primjer 1. Autobus se krece stalnom brzinom i za 4 sata i 30 minuta prijede
279 km.

a) Koliki ¢e put tom brzinom prije¢i za 3 sata i 15 minuta?

b) Za koje Ce vrijeme prijec¢i 254.2 km?

a) 4h30min=45h 279 km
3h15min=3.25h X km

Zapisujemo razmijer: 4.5:3.25=279: x iz €ega slijedi da je
x =201.5 km.
Avion ¢e za 3 h i15 min prijeci put dug 201.5 km.

b) 4h30min=45h 279 km
X h 254.2 km

Zapisujemo razmjer: 4.5:x=279:254.2 iz Cega slijedi da je
x=4.1.
Avion ¢e 254.2 km prijeéi za 4.1 h, odnosno 4 h i 6 min.

Primjer 2. U jedno kolo lutrije tri prijatelja uloze 600 kn, 900 kn i 1500 kn. Kako
Ce pravedno podijeliti dobitak od 17000 kn?

Dobitak ¢e pravedno podijeliti ako ¢e ga dijeliti proporcionalno ulozenom novcu,
tj. ako s x oznacimo iznos koji ¢e dobiti prvi prijatelj, s y iznos koji ¢e dobiti drugi
prijatelj, a sa z iznos koji ¢e dobiti treéi prijatelj, onda mora vrijediti:
X:Yy:z=600:900:1500
iz ¢ega, zbog proporcionalnosti, slijedi
x =600k, y =900k i z=1500K .

Bududi je

pravilo trojno

14




X+Yy+2z=17000,
dobivamo
600k + 900k +1500k =17000

. 73
aje k=—.
pa] 3

Prvi prijatelj ¢e dobiti 3400 kn, drugi 5100 kn, a tre¢i 8500 kn.

2.3. OBRNUTA PROPORCIONALNOST

Dvije su veli€ine obrnuto proporcionalne ako iz povecanja (smanjenja)
vrijednosti jedne od nijih slijedi smanjenje (povecéanje) vrijednosti druge veli€ine
isti broj puta.

Kazemo da je veli€¢ina y obrnuto proporcionalna veli€ini x s koeficijentom
proporcionalnosti k (k >0) akoje: x-y=k.

Ako su x i y proporcionalne veli€ine tada vrijedi razmjer x, : x, =Y, :y,, gdje su
X, 1 y,, odnosno x, i y, odgovarajuce vrijednosti veli€ina x i y.

XY
X2 Y2

XX =Y, Y

Primjer 1. Za prijevoz sirove nafte potrebno je 40 cisterni nosivosti 20.2 t.
a) Ako su na raspolaganju cisterne nosivosti 25.25 t, koliko ¢e ih trebati za
prijevoz iste koli€ine nafte?
b) Kolika je nosivost cisterni ako ¢e ih za prijevoz iste koli€ine nafte trebati
647

a) 40 cisterni 20.2 t
X cisterni 25.25t

Zapisujemo razmjer: 40:x =25.25:20.2 iz Cega slijedi da je
X=232.

Ako su na raspolaganju cisterne nosivosti 25.25 t, za prijevoz
iste koli€ine nafte trebat ¢e 32 cisterne.

b) 40 cisterni 20.2 t
64 cisterni Xt

Zapisujemo razmjer: 40:64 =20.2: x iz Cega slijedi da je
x=12.625.

Ako je za prijevoz iste koli¢ine nafte potrebno 64 cisterni, njihova
je nosivost 12.625 t.

15




Primjer 2. 15 radnika mogu iskopati jarak za 7 dana. Poslije 4 dana razboljelo
se 6 radnika. Koliko dana ¢e radnici kasniti s obavljanjem posla?

U zadatku razmatramo S$to se dogada nakon 4 dana, tj. nakon $to su se
razboljela 6 radnika. Moramo odrediti za koliko ¢e dana 9 radnika obaviti posao
koji bi za 3 dana obavilo 15 radnika.

15 radnika 3 dana
9 radnika X dana

Zapisujemo razmjer: 15:9=x:3 iz Cega slijedi da je x=5.
Radnici ¢e s obavljanjem posla kasniti 5—3 =2 dana.

2. 4. POSTOTNI RACUN

Postotak je razlomak s nazivnikom 100, tj razlomak oblika %

Razlomak % piSe se p% i Cita ,pe posto“.

Primjer 1. NapiSimo u obliku postotka:

a) S 7%
100

b) izﬂzlo%
10 100

9 2% 4
5 100

d) 0.93=3 _93%
100

llustrirat cemo kako se postoci upotrebljavaju u prakti¢nim primjerima. U

rieSavanju zadatak koristit é¢emo formulu postotnog racuna.
Za zadani brojp, p>0 je p%(x)= % -x $to se zapisuije i:
P
=—- X ,
y 100
odnosno
y = p%(x),

gdje je p postotak, x nazivamo osnovna vrijednost, ay postotni iznos.

Primjer 2. Cijena nekog proizvoda iznosila je 3750 kn. Tom je proizvodu cijena
snizena 8%. Kolika je cijena tog proizvoda nakon snizenja?

postotak

formula
postotnog
racuna
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Racunamo koliko je 8% od broja 3570: %.3570 =300.

Prema tome cijena je snizena 300 kn, dakle cijena nakon snizenja je 3450 kn.

Primjer 3. U nekoj Skoli s 1250 uc€enika pozitivhu ocjenu iz matematike na
kraju Skolske godine imalo je 1185 ucenika. U drugoj skoli s 900 u€enika
matematiku nije polozilo 45 uc€enika. U kojoj je Skoli bio bolji uspjeh iz
matematike?

Racunamo postotak prolaznosti u obje Skole primjenom formule postotnog
racuna ako je zadana osnovna vrijednost i postotni iznos. U prvoj Skoli

matematiku je polozilo % =94.8% ucenika.

U drugoj 8koli matematiku je poloZilo 900 — 45 =855 ucenika Sto je
855-100
900

=95% . ZakljuCujemo da je uspjeh iz matematike bio bolji u drugoj Skoli.

Primjer 4. Trgovacki putnik osim place i placenog prijevoza dobije proviziju od
3.5% po narudzbi. Koliku je narudzbu ima trgovacki putnik u jednom mjesecu
ako mu je provizija bila 420 kn?

Primjenom formule postotnog racuna, izraCunajmo osnovnu vrijednost ako je
420-100 12000

zadan postotak i postotni iznos:

Trgovacki putnik imao je narudzbu u vrijednosti 12000 kn.

Primjer 5. Prilikom przenja kava gubi 12% svoje mase. Koliko treba sirove
kave ako Zelimo dobiti 2.2 t przene kave?

Oznacimo sa x masu sirove kave. Prema uvjetu zadatka imamo:
X —12%(x) = 2.2
12

X———-X=2.2
100
Xx—0.12x =2.2
0.88x=2.2
Xx=25

Potrebno je 2.5 tona sirove kave.

2. 5. PROMILNI RACUN

Promil je razlomak s nazivnikom 1000, tj razlomak oblika %

p - . w . “
Razlomak —— pise se p%o i €ita ,pe promila“.
1000 p P00 pep

promil
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Primjer 1. NapiSimo u obliku promila:
a) i217%0
1000
5 S =% gy,
100 1000
C) § = @ =600 %o
5 1000

d) 0.123=223 _1239,
1000

llustrirat cemo kako se postoci upotrebljavaju u prakticnim primjerima. U
rieSavanju zadatak koristit c¢emo formulu promilnog racuna.

Za zadani broj p, p >0 je p%o(x)= ﬁ .x $to se zapisuije i:
p
=— X ,
y 1000
odnosno
y = p%eo(X),

gdje je p promil, x nazivamo osnovna vrijednost, ay promilni iznos.

Primjer 2. Broj stanovnika se u nekom gradu, u odnosu na proslu godinu
povecao se 5% i sada iznosi 5040. Koliki je prirast stanovnistva bio ove godine?

Oznacimo sa x broj stanovnika u pro$loj godini. Prema uvjetu zadatka imamo:
X +5 %o () = 5040

X +i - X =5040
1000

X+ 0.005x =5040
1.005x =5040
X =5014.93

5040 -5014.93 = 25.07 pa je grad dobio 25 novih stanovnika.

2.6. RACUN SMJESE

U praksi se Cesto susrecemo s problemom mijeSanja dviju ili viSe tvari pod
odredenim uvjetima. Ako uvedemo oznake:

X ... masa (volumen) prve tvari koje mijeSamo
y ... masa (volumen) druge tvari koje mijeSamo
X+Y ... masa mjeSavine

a ... svojstvo (cijena, gustoca, temperatura, kiselost, postotak
Alkohola, slanost, Cistoca i dr.) prve tvari

b ... svojstvo druge tvari

C ... svojstvo mjeSavine

formula
promilnog
racuna
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tada je formula rauna smjese:
a-x+b-
c= XY
X+Y

Primjer 1. Koliki je postotak alkohola koji se dobije mijeSanjem 20 litara 90%-
tnog alkohola i 30 litara 40%-tnog alkohola?

IspiSemo li podatke prema uvedenim oznakama: x=20, a=90, y=401i b=40,

dobivamo: ¢ = 90'205240'30 =60, tj. dobije se 50 litara 60%-tnog alkohola.

Primjer 2. Morska voda sadrzi 3% soli. Koliko litara slatke vode treba dodati u
40 litara morske vode da bi slanost mjeSavine bila 2%?

Sada imamo x=40, a=3, b=0 i c=2. UvrStavanjem u formulu raCuna
smjese dobivamo:

,_3:40+0-y
40+y

2-(40+y)=120
2y =40
y=20

Treba dodati 20 litara slatke vode.

Primjer 3. Od srebra Cistoce 550%o i Cistoce 880%o0 potrebno je napraviti
medalju mase 132 grama CistoCe 750%o. Koliko je potrebno srebra i koje CistoCe
da se udovolji narudzbi?

a=>550, b=880, c=750 i x+y=132. UvrStavanjem u formulu rauna smjese

dobivamo:
550-x+880-y

132
Sto zajedno s x+y =132 daje sustav dviju linearnih jednadzbi s dvije

nepoznanice:

750 =

X+y=132
750 — 550x + 880y -
132

RjeSenje sustava je x=52 1 y=80.
Potrebno je 52 g srebra Cisto¢e 550%o i 80 g srebra Cistoce 880%o.

formula
racuna
smjese
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. Pojednostavi omjere:

N

10.

11.
12.

13.

14.

a) 53:?&:
3 6

b) 0.0025:0.01:0.125=

. IzraCunaj nepoznati ¢lan razmjera:

a) (x-1):4=(3x-4):11

b) (%x—Zj:[iﬂgx]:%:%

Nakon $to vijak zavrnemo 16 puta, on ¢e u drveni stup uci 4 cm. Vijak ima
duljinu 7.5 cm. Koliko ga najmanje puta moramo zavrnuti kako bi cijeli bio u
stupu? Koliko je duboko vijak u stupu nakon $to ga zavrnemo 10 puta?
Odredi mjere unutarnjih kutova trokuta ako se one odnose kao 4 : 7 : 9.
Jedna cijev napuni bazen za 6 sati, a druga za 9 sati. Za koje bi vrijeme
cijevi napunile bazen ako ga pune istovremeno?

|z bac¢ve je napunjeno 150 jednakih boca jabuénog soka, nakon ¢ega je
bacva ostala prazna. U svaku bocu stane 0.5 litre soka. Koliko bi se boca od
0.75 litre moglo napuniti iz te bacve?

Za poploCavanje jedne prostorije potrebno je 700 komada kvadratnih plocCica
stranice duljine 6 cm. Koliko je kvadratnih plocica stranice duljine 8 cm
potrebno za poplo€avanije iste prostorije?

Da bi sazidali neki zid, 30 radnika treba raditi 28 dana. Nakon 10 dana poslu
se pridruzilo jo$ 6 radnika. Za koliko je dana ukupno sazidan taj zid?
Trgovac je kupio kamion jabuka za 52470 kuna. Trecinu jabuka prodao je uz
zaradu 15%, Cetvrtinu uz zaradu 9%, Sestinu uz zaradu 5%, a ostalo uz
gubitak od 8%. Kolika je zarada tog trgovca?

U dvije se prodavaonice neki proizvod prodavao po cijeni 120 kuna. Nakon
nekog vremena u prvoj je prodavaonici cijena povisena 11%, a zatim jo$
14%, a u drugoj je prodavaonici cijena odmah poviSena 25%. Ima li razlike u
cijeni i za koliko?

Koji broj umanjen za 17% daje 498?

Bronca je legura bakra i kositra. Gusto¢a bakra je p., = 8900 kg/m?, a

gustoca kositra je p,, = 7300 kg/m?*. Bron€ani spomenik ima masu od 1

tone. U spomenik je ugradeno 740 kg bakra, a ostalo je kositar. Kolika je
gustoéa bronce?

Koliko litara vode temperature 10°C treba pomijesati s 2 litre vode
temperature 48°C ako Zelimo dobiti vodu temperature 30°C?

|z dvije vrste zlata Cisto¢e 900 i 650 potrebno je naciniti smjesu zlata CistocCe
750. Koliko grama je potrebno uzeti od svake vrste zlata?
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3. TROKUT

Kada prougite nastavne cjeline TROKUT, CETVEROKUT, KRUG | KRUZNICA, modi éete
odgovoriti na pitanja:

Kako definiramo ravninske likove? Kako racunamo njihove opsege i povrSine? Gdje ih
susrecemo u svakodnevnom Zivotu?

3.1. TROKUT

Neka su A, B i C tri toCke ravnine koje ne leze na istom pravcu.

Dio ravnine omeden duZinama AB, BC i AC, uklju¢ujuéi i te duZine naziva se
trokut.

Tocke A, B i C vrhovi su trokuta, a duzine AB, BC i AC stranice trokuta.

Duljine stranica ozna¢avamo s a=|BC|, b=|AC| i c =|AB|.
Zbroj duljina bilo kojih dviju stranica trokuta veci je od duljine treCe stranice.

Mjere unutarnjih kutova trokuta oznacavamo s o =|ZCAB|, B =|ZABC] i

x =|£BCA|, a mjere vanjskih kutova trokuta s o', B'i z'.

Zbroj mjera unutarnjih kutova trokuta je 180°, tj. ¢+ £+ y =180°.
Zbroj mjera vanjskih kutova trokuta je 360°, tj. '+ '+ y'=360° .

3.2. VRSTE TROKUTA

Vrste trokuta:
e s obzirom na duljine stranica: raznostrani¢an, jednakokracan i
jednakostrani¢an
e s obzirom na mjere unutarnjih kutova: Siljastokutan, pravokutan i
tupokutan.

trokut
vrhovi
stranice

kutovi

vrste trokuta
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3.2.1. PRAVOKUTAN TROKUT

Kazemo da je trokut pravokutan ako ima jedan pravi kut.

Stranice pravokutnog trokuta koje zatvaraju pravi kut
c nazivaju se katete.

Stranica nasuprot pravome kutu naziva se

hipotenuza.

Za pravokutan trokut vrijedi Pitogorin
poucak koji glasi:

Povrsina kvadrata nad hipotenuzom
pravokutnog trokuta jednaka je zbroju
a2 povrsina kvadrata nad njegovim kateta.

Formulom to zapisujemo: ¢* = a” +b*, gdje
Su a i b duljine kateta, a ¢ duljina hipotenuze
b2 pravokutnog trokuta.

Uz uobitajene oznake, formula za opseg pravokutnog trokuta glasi

. .. a-b
o=a+b+c, azanjegovu povrsinu P=——.

Primjer 1. lzraCunaj opseg i povrSinu pravokutnog trokuta ako su duljine
njegovih kateta 16 cm i 30 cm.

Buducdi da su zadane duljine kateta, povrSinu zadanog trokuta raCunamo

pomoc¢u formula: P = ab = 16-30 =240 cm?.

Primjenom Pitagorina poucka racunamo duljinu hipotenuze:

c=+a’ +b® =+/16° +30% = /1156 = 34cm. Zato je opseg
o=a+b+c=16+30+34=80 cm.

Primjer 2. Ljestve duzine 5 m naslonjene su na zid. Do koje visine dosezu
liestve ako je udaljenost ljestava i dna zida 3 m?

Ljestve prislonjene na zid Cine pravokutan trokut u kojemu je zadana duljina
hipotenuze (5m) i duljina jedne katete (3m). Primjenom Pitagorina poucka

pravokutan
trokut

katete

hipotenuta

Pitagorin
poucak
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radunamo duljinu druge katete: b=~/c? —a? =+/52 —3% =16 = 4cm.

Dobiveni pravokutni trokut stranica duljina 3, 4 i 5 naziva se egipatski trokut.
Pomocu njega su stari Egip¢ani na terenu odredivali pravi kut .

3.2.2. JEDNAKOKRACAN TROKUT

Kazemo da je trokut jednakokrac¢an ako su mu dvije stranice jednake duljine.

Stranice jednake duljine nazivaju se kraci, a treCa
stranica osnovica jednakokrac¢nog trokuta.
Oznacimo s a duljinu osnovice, a s b duljinu kraka
jednakokracnog trokuta.

b % b
Tada opseg rac¢unamo po formuli: o = a+2b, a povrSinu
po formuli P = % .
a2 Primjenom Piragorina poucka na istaknuti pravokutan
2
trokut dobivamo: »° =v* + (%] :

Primjer 1. lzraCunaj povrsinu jednakokracnog trokuta ako je njegov opseg 40
dm, a duljina kraka 149 cm.

Nakon pretvorbe mjernih jedinica, uvrStavanjem podataka u formulu za opseg
dobivamo: a+2-149 =400 iz ¢ega slijedi da je duljina osnovice a =102 cm.
Primjenom Pitagorina poucka racunamo duljinu visine:

2 2
v? =b? —(%) — 149? —[%} —19600 pa je v =140cm.

102-140

Trazena povrSina je P = =7140cm?.

3.2.3. JEDNAKOSTRANICAN TROKUT
Kazemo da je trokut jednakostrani¢an ako su mu sve stranice jednake duljine.

Neka je a duljina stranice jednastrani¢nog trokuta.
Primjenom Pitagorina poucka na istaknuti pravokutni
trokut najprije raCunamo duljinu visine:

2 2 (ajz 3a’ . a\/§
vi=za—|=| =— ,t.v=—r—.
2 4 2
Opseg raCunamo po formuli: 0 =3a, a povrsinu po formuli

a . a3
a-v & a’\3
2 2 4

p=2¥__ 4 _

egipatski
trokut

jednakokra-
¢an trokut
kraci

osnovica

jednako-
strani¢an
trokut
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Primjer 1. lzraCunaj opseg i duljinu visine jednakostrani¢nog trokuta ako je
njegova povrsina 16+/3cm2.

a3
4
slijedi da je a=8cm. Opseg zadanog trokuta je 0 =3-8 =24cm, a duljina visine

v:¥:4\/§cm.

|z formule za povrSinu racunamo duljinu njegove stranice: =16+/3 iz Cega

4. CETVEROKUT

4.1. CETVEROKUT

Cetverokut je dio ravnine omeden s &etiri duZine.
D

TocCke A, B, Ci D vrhovi su Cetverokuta, a
duZine AB, BC, CD i AD stranice
Cetverokuta. Duljine stranica oznaCavamo s
a=|AB|, b=|BC|, c=|cD| i d =|AD].

Mijere unutarnjih kutova Cetverokuta
oznaavamo s a =|/DAB|, S =|ZABC]|,

x =|£BCD| i 5 =|ZCDA.

Zbroj mjera unutarnjih kutova Cetverokuta je 360°, tj. o+ S+ y +06 = 360°.
DuZine koje spajaju nasuprotne vrhove Cetverokuta nazivaju se dijagonale
Cetverokuta. Dijagonale Cetverokuta na slicisu AC i BD.

4.2. VRSTE CETVEROKUTA

4.2.1. PRAVOKUTNIK

Pravokutnik je ¢etverokut kojemu su svi kutovi
pravi.

Oznacimo li s a i b duljine stranica pravokutnika,
tada njegov opseg raCunamo po formuli

o =2a+2b, aformula za njegovu povrsinu:
P=a-b.

Cetverokut

vrhovi
stranice

kutovi

pravokutnik
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Primjenom Pitagorina poucka na istaknuti pravokutni trokut dobivamo da je
duljina dijagonale pravokutnika d =+a® +b?* .

Primjer 1. lzraCunaj opseg i duljinu dijagonale pravokutnika ako je njegova
povrSine 48 cm?, a duljina jedne njegove stranice 0.06 m.

Nakon pretvorbe mjernih jedinica, uvrStavanjem podataka u formulu za povrsinu
dobivamo: 6b =48 iz ¢ega slijedi da je duljina stranice b =8 cm. Sada je opseg

pravokutnika o =2-6+2-8=28cm, a duljina dijagonale d =+/6° +8> =10cm.

4.2.2. KVADRAT

Kvadrat je pravokutnik kojemu su stranice jednake duljine.

Oznacimo li s a duljinu stranice kvadrata dobivamo da je
a  njegov opseg o =4a, povrsina P =a’, a duljina njegove
dijagonale d = a2

Primjer. lzraCunaj opseg i povrSinu kvadrata kojemu je duljina dijagonale

/50 cm.

|z formule za duljinu dijagonale kvadrata raCunamo duljinu stranice a:

av/2 =+/50 , odnosno a=5 cm pa je opseg kvadrata 0 =20 cm, a povrSina
P =25cm?.

4.2.3. PARALELOGRAM

Paralelogram je Cetverokut kojemu su po dvije nasuprotne stranice paralelne.

Svojstva paralelograma:
1. Nasuprotne stranice paralelograma medusobno su jednake duljine.
2. Nasuprotni kutovi paralelograma jednakih su mjera, a zbroj veliCina

kvadrat

paralelogram

svojstva
paralelo-
grama
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njihovih mjera je 180°.
3. Duljine paralelograma medusobno se raspolavljaju.

Ako sa a i b oznac¢imo duljine stranica paralelograma a s v, duljinu visine
paralelograma na stranicu a, odnosno s v, duljinu visine na stranicu b, tada
vrijedi formula za njegov opseg o =2a+2b i povrSinu P=a-v, =b-v,.

4.2.4. ROMB
Romb je paralelogram kojemu su sve stranice jednake duljine.

Uz navedena svojstva paralelograma, za romb vrijedi jo$ jedno bitno svojstvo:
Dijagonale romba medusobno su okomite.

Neka je a duljina stranice romba, a e i f duljine
njegovih dijagonala.

Va a Opseg romba je o = 4a . Buduci da je romb

f dijagonalama podijeljen na Cetiri sukladna

pravokutna trokuta, dolazimo do formule za
e f

njegovu povrSinu P =4 % = % .

Romb je paralelogram pa njegovu povrS§inu mozemo racunati i po formuli
P =a-v,. Odabir formule ovisi o ulaznim podacima.

|z istaknutog pravokutnog trokuta slijedi veza izmedu duljine stranice i duljina

2 2
dijagonala romba: o® :Gj +(§) :

Primjer. lzraCunaj povrSinu romba ako je njegov opseg 200 cm, a duljina jedne
njegove dijagonale 28 cm.

Najprije iz formule za opseg raCunamo duljinu stranice romba: 4a =200 iz Cega
slijedi a =50cm. Dalje primjenom Pitagorina poucka racunamo duljinu druge

2 2
dijagonale: (gj =50° —(%) = 2304, odnosno f? =9216 pa je duljina druge

28-96

dijagonale 96 cm. PovrSina romba je P = =1344cm?2.

5.3.5. TRAPEZ

Trapez je Cetverokut kojemu su dvije stranice paralelne.

romb

trapez
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Paralelne stranice nazivamo osnovice trapeza, a
preostale dvije kraci trapeza.

Neka su a i ¢ duljine osnovica trapeza, b i d
duljine krakova trapeza i v duljina visine trapeza.
a Tada vrijedi:

. a—+c
o=a+b+c+d 1 P=

V.

Trapez kojemu su kraci jednake duljine nazivamo jednakokracan trapez.

Primjer. lzraunajmo povrsinu jednakokracnog trapeza ako su duljine njegovih
oshovica 22 cm i 12 cm, a njegov opseg 60 cm.

|z formule za opseg jednakokracnog trapeza o =a+2b+c slijedi
22+2b+12 =60, odnosno duljina kraka je b =13cm.

S Primjenom Pitagorina poucka na istaknuti pravokutan
trokut raCunamo duljinu visine zadanog trapeza:

b ¢V ~10Y .
VI\e vzzbz—(u) =132—(22 10) —144 paje v=12
2 2
Y ] cm.
(e ) g 22+12
Sada raCunamo povrsinu P = 12 =204 cm?.

5.3.5. DELTOID

Deltoid je Cetverokut kojemu su dijagonale medusobno
okomite, a njihovo sjeciste poloviste je jedne od njih.

Opseg deltoida raCunamo po formuli o =2a+2b, a

e f

njegovu povrsinu po formuli P = 0

osnhovice

kraci

jednako-
kra¢an trapez

deltoid
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5. KRUG | KRUZNICA

5.1. KRUG | KRUZNICA

Kruznica je skup svih toCaka ravnine koje su jednako udaljene od zadane tocke
S. To¢ku S nazivamo srediste kruzZnice.

Krug je dio ravnine omeden kruznicom.

A

POLUMJER PROMJER

[oe]

Polumjer (radijus) kruznice je duzina koja spaja srediSte kruZnice s bilo kojom
to¢kom na kruznici. Duljinu polumjera oznaavamo s r.

Tetiva kruznice je duZina koja spaja bilo koje dvije toCke kruznice.
Najdulja tetiva prolazi srediStem kruZnice i naziva se promjer (dijametar)
kruznice. Duljinu promjera ozna¢avamo s d.

Promjer kruzZnice dvostruko je veci od njezina polumijera, tj. d =2r.

Opseg kruga polumjera duljine r raCunamo po formuli 0 =2rz , a povrsinu
P=rrz

Kruzni luk je dio kruznice izmedu dviju to€aka te kruznice.
Kruzni isjecak je dio kruga omeden kruznim lukom i dvama polumjerima.
Kruzni odsjecak omeden kruznim lukom i tetivom.

B KRUZNI LUK AB
A KRUZNI
KRUZNI ODSJECAK
ISJIECAK

Krajnje toCke promjera kruznice dijele kruznicu na dvije polukruznice. Promjer
dijeli krug na dva polukruga.

kruznica
srediste

krug

polumjer
tetiva

promjer

kruzni luk

kruzni
isje¢ak

kruzni
odsjecak
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Kruznice koje imaju zajednicko srediSte nazivaju se
koncentriéne kruznice.

Kruzni vijenac je dio ravnine omeden dvjema
koncentricnim kruznicama.

Opseg kruznog vijenca: o = o, +o0, = 2z(r; +1,).
Povrsina kruznog vijenca: P=P, - P = 72'(1"22 —rf).

Primjer. Opsezi dviju koncentri¢nih kruznica su 21.98 cm i 31.4 cm. lzraCunaj
povrsinu kruznog vijenca odredenog tim kruznicama.

|z podataka o opsezima dviju kruznica nalazimo duljine njihovih polumjera:
2rr = 21.98 iz Cega slijedi da je duljina polumjera manje kruznice r, =3.5cm.
Sli€no dobivamo r, =5cm. PovrSina kruznog vijenca jednaka je

P =7{r? —r?)= z(5? —3.5?)= 40.06cm>.

5.2. DULJINA KRUZNOG LUKA | POVRSINA KRUZNOG ISJECKA
Kut kojemu je vrh na sredistu kruznice nazivamo sredisniji kut.

Oznacimo s | duljinu kruznog luka, s r duljinu
polumjera kruznice, as « mjeru srediSnjeg kuta.
Ako kruznim lukom smatramo cijelu kruznicu,
onda je mjera njemu pripadnog srediSnjeg kuta

| a =360°, a | =2rx . Stoga je duljina kruznog luka

koji pripada kutu mjere « =1° jednaka | = %
|z toga zaklju€ujemo da je duljina kruznog luka,
koji pripada srediSnjem kutu mjere a: [ = :ggi .

Sli¢no, zaklju€ujemo da i povrSina kruznog isje¢ka ovisi o mjeri srediSnjeg kuta.

Za kut o =360° pripadni kruzni isje¢ak je cijeli krug povrsine r’z . Za kut mjere
2
a =1° povrsSina pripadnog kruznog isjecka je P = 3r z

Za kut mjere «

° .

r o

ovrSina kruznog isjeCka je P = .
p g 1§ J 360°

. e . r-l
Formulu mozemo napisati i u drugom obliku: P =—.

Primjer. |z kruga s opsegom 157 cm izrezan je kruzni isjeCak Cija je povrsina
686.857 cm?. Koliki je sredisnji kut tog isjeCka?

koncentri-
¢ne kruZnice

kruzni
vijenac

sredisnji kut
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|z opsega kruga raCunamo duljinu polumjera r = 24.98cm, a onda iz formule za

2
povrsinu kruznog isjeCka nalazimo: % =686.857, tj. a =126°.

5.3. MNOGOKUTI

Geometrijski likovi na slici primjeri su mnogokuta:

Mnogokut je dio ravnine omeden duZinama.
n-terokut je mnogokut koji ima n vrhova, n stranica i n kutova.
Dijagonala mnogokuta je duZina koja spaja dva nesusjedna vrha mnogokuta.

Broj dijagonala koje mozemo nacrtati iz jednog vrha n-terokuta je n—3.

~(n—3)

Ukupan broj dijagonala n-terokuta je nT

Zbroj mjera unutarnjih kutova mnogokuta je (n—2)-180°.

Primjer. Koliko se ukupno mozZe nacrtati dijagonala u mnogokutu kojemu je
zbroj mjera svih unutarnjih kutova jednak 2880°7?

Iz podatka o zbroju mjera svih unutarnjih kutova, nalazimo najprije o kojem je
mnogokutu rijeé: (n—2)-180° = 2880° iz Sega slijedi n =18. Ukupan broj

18-(18-3)
2

dijagonala osamnaesterokuta je: =135.

Kazemo da je mnogokut pravilan ako su sve njegove stranice jednake duljine i
svi unutarnji kutovi imaju jednake mjere.

Na slikama su primjeri poplo¢avanja pravilnim mnogokutima (jednakostrani¢an
trokut, kvadrat, pravilan peterokut, pravilan Sesterokut...).

mnogokut

n-terokut

dijagonala

pravilan
mnogokut
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Pravilnom mnogokutu moZemo opisati i upisati

kruznicu. Srediste tih kruznica naziva se srediste

mnogokuta.

Jednakokracan trokut kojemu su dva vrha

susjedni vrhovi mnogokuta, a treci vrh srediste

mnogokuta naziva se karakteristican trokut.
s\ Sredisnji kut je kut karakteristicnog trokuta s

vrhom u srediStu mnogokuta. Njegova mjera je

n-ti dio punog kuta: ¢ = 3?]0 :

Duljina kraka karakteristicnog trokuta jednaka je duljini polumjera mnogokutu
opisane (r), a duljina njegove visine duljini mnogokutu upisane kruznice (p).

ZADACAI ZA VJEZBU:

1. lzraCunaj opseg i povrsinu kvadrata ako je duljina njegove dijagonale

J72 cm.

2. lzraCunaj opseg i povrsinu pravokutnika ako je duljina jedne njegove
stranice 39 cm , a duljina dijagonale 0.89m.
3. lzraunaj opseg i duljinu visine jednakostrani¢nog trokuta ako je njegova

povrsina J48 cm2.

4. lzraCunaj povrsinu jednakokrac¢nog trokuta ako je njegov opseg 3.92 m, a
duljina osnovice 52 cm.

5. lzraCunaj povrsinu romba ako je njegov opseg 260 cm, a duljina jedne
njegove dijagonale 32 cm.

6. lzraCunaj povrsinu jednakokracnog trapeza ako je njegov opseg 134 cm, a
duljine njegovih osnovica 42 cm i 18 cm.

7. Opsezi dviju koncentri¢nih kruznica su 4521.6 mm i 339.12 cm. IzraCunaj
povrsinu kruZznog vijenca odredenog tim kruznicama.

8. 1z kruga s opsegom 942 mm izrezan je kruzni isjeCak Cija je povrSina 188.4
cm2.Koliki je sredisnji kut tog isjecka?

9. Kaoliki je zbroj mjera unutarnjih kutova mnogokuta ako se u tom mnogokutu
moze nacrtati ukupno 20 dijagonala?

10. U kruznicu polumjera 4.5 cm upisan je pravilan mnogokut. Duljina kruznog
luka nad njegovom stranicom je 3.14 cm. Koji je to mnogokut?

11. IzraCunaj opseg i povrsinu likova sa slike:

karakteri-
stican trokut
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6. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci ¢ete odgovoriti na pitanja:
1. Zbog Cega prosirujemo skup realnih brojeva?
2. Sto je skup kompleksnih brojeva? Kako operiramo u skupu kompleksnih brojeva?

6.1. SKUP KOMPLEKSNIH BROJEVA

JednadZba x* =—1 u skupu realnih brojeva nema rje$enja. Naime, ne postoji
realni broj x sa svojstvom da je njegov kvadrat jednak —1. Za svaki realan broj x

vrijedi da je x* >1. Namecde se potreba da skup realnih brojeva prosirimo tako
da jednadzba x* = -1, injoj slicne jednadzbe x* =-5, x* = —%, u proSirenom
skupu imaju rjeSenja.

Skup koiji je proSirenje skupa realnih brojeva i u kojem jednadzba x* =-1 ima
rieSenje, oznacit ¢emo sa C i nazvati skupom kompleksnih brojeva. Da bismo
prosirili skup realnih brojeva, potrebno je rijesiti jednadzbu x* =—1. U tu svrhu
¢emo broj &iji je kvadrat jednak —1 oznaditi s i, tj. i* =—1.

Broj oznacen s i = J=1 naziva se Imaginarna jedinica.

Primjer 1. lzraCunajmo:

8) V=4 --1-4=d-y_I-2i

b) _§_\/§.\/__1_§i
"9 Vo 3

Primjer 2. RijeSimo spomenute jednadzbe:
a) X*’=-1 = x,=t/-1 = x =i, X, =-i

b) X*=-5 = x,=t/-5 = x=i/5, x,=-i/5

imaginarna
jedinica
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1. 1.

1 1
C) X)=—-= = X,=%]-> = X ==i, X, =—=i
) 4 1,2 4 1 2 2 2

Brojeve oblika bi, gdje je b realni broj, a i imaginarna jedinica nazivamo
imaginarnim brojevima.

Kako je skup kompleksnih brojeva proSirenje skupa realnih brojeva, on mora
sadrzavati realne brojeve. Zelimo li da radunske operacije naslijede svojstva
racunskih operacija u skupu realnih brojeva, dolazimo do oblika kompleksnog
broja koji ¢e ispunjavati navedene zahtjeve.

Kompleksan broj je broj oblika z =a+bi, gdje su a i b realni brojevi.
Oblik a+bi nazivamo standardni ili algebarski oblik kompleksnog broja.

U kompleksnom broju z =a+bi realni broj a je njegov realni dio, a realni broj b
njegov imaginarni dio. Oznake:

a=Re(z)

b=1Im(z).

Primjer 1. Odredimo realni i imaginarni dio sljedecih kompleksnih brojeva:

a) z=-2+5i Re(z)=—2  Im(z)=5
b) z =%—3i Re(z)zé Im(z)=-3
c) z=-1-2i Re(z)=-1  Im(z)=—/2
d) z=0.25+i Re(z)=025 Im(z)=1

e) z=—i+4 Re(z)=4 Im(z)= -1

1. 1

f) z =7 Re(z)=0 Im(z)=z
9) z=15 Re(z)=15  Im(z)=0

Kriterij jednakosti dvaju kompleksnih brojeva:
Dva su kompleksna broja z, =a, +bji i z, =a, +b,i ako i samo ako su im
jednaki realni i jednaki imaginarni dijelovi, tj:

2,=2, < a=a, I b=Db

Primjer 2. Odredimo realne brojeve x i y tako da vrijedi zadana jednakost:
a) (1+x)+(y—2)i=-3+4i
Kompleksni brojevi su jednaki ako su im jednaki realni i jednaki
imaginarni dijelovi. Dakle,
l+x=-31y-2=4,
odnosno x=—41i y=6.
b) —3x+2xi+4y—yi=-9-4i
Kompleksni broj na lijevoj strani jednakosti zapiSemo najprije u

imaginarni
brojevi

standardni
oblik komple-
ksnog broja

realni dio

imaginarni
dio

kriterij
jednakosti
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standardnom obliku: (—3x+4y)+(2x—y)i =—9—4i, a onda prema kriteriju
jednakosti dvaju kompleksnih brojeva dobivamo sustav dviju linearnih
jednadzbi s dvije nepoznanice:
—-3x+4y=-9
{Zx -y=-4
Cije je rjieSenje x=-51 y=-6.

6.2. ZBRAJANJE | ODUZIMANJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Shvatimo li kompleksne brojeve kao binome lako ih zbrajamo, oduzimamo i
mMnoZzimo.

Kompleksne brojeve zbrajamo (oduzimamo) tako da im posebno zbrojimo
(oduzmemo) realne, a posebno imaginarne dijelove.

Primjer 1. lzraCunajmo z, +z, i z, —z, ako je:
a) z,=2-5111z =3+i
2, +2,=(2-51)+(3+i)=2-5i+3+i=5-4i
2,-2,=(2-5i)-(3+i)=2-5i —3—i=-1-6i

1 3 1.
b) z==+—-iiz ==——=i
) & 2 4 6
1 3 2 1. 1 2 1. 7 7
L+, = 4=l |+ =i =4+ —Zi=—+—i
2 4 3 6 2 3 6 6 12
1 3 2 1 1 2 1. 1 11
Z,-2,=|=4—i|-|=—=Zi|==4—-i——+=i=—=+=i
2 4 3 6 2 3 6 6 12

6.3. MNOZENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Kompleksne brojeve mnozimo kao binome u skupu realnih brojeva. Pri tome
vrijede poznati zakoni racunskih operacija i svojstvo imaginarne jedinice

i2=-1.
a+bi)-(c+di)=ac+adi+bci+bdi- =ac—bd +(ad +bc)i
2

Primjer 1. lzraCunajmo z, -z, ako je:
a) z,=-3112 =5-2i
2,2, =—3i-(5—2i)=—15i +6i> = —15i +6-(~1) = -6 - 15i
b) z,=2-i1i 21:—%+4i

z,-2, :(2—i)-(—%+4ij=—l+8i+%i—4i2 =—1+8i+%i—4-(—1):3+%i

34




Primjer 2. Izradunajmo: (3—i)’.
(3-i)’=3"-2-3-i+i*=9-6i—1=8—-6i

6.4. DIJELJENJE KOMPLEKSNIH BROJEVA

Dva kompleksna broja koja se razlikuju samo u predznaku imaginarnog dijela
nazivaju se konjugirano kompleksni brojevi.

Ako je zadan kompleksan broj z =a+bi, tada je njemu konjugirano kompleksan
broj z =a—bi, itamo ,z potez".

Primjer 1. Odredimo konjugirano kompleksan broj zadanog kompleksnog
broja:

a) z=-2+5i 7=-2-5i
1. - 1.

C) z==I z=—"=1
4 4

d) z=15 7=15

Odredimo sada produkt kompleksnog broja z = a+bi i njemu konjugirano
kompleksnog broja z=a—bi:
z-z=(a+bi)-(a—bi)=a? —(bi)* =a® —b%i? =a® +b?.

Primjer 2. lzraCunajmo:
a) (3+2i)-(3-2i)=32+22=13
b) (~5+i)-(-5-i)=(-5)° +1* =26

Kompleksni broj dijelimo realnim brojem tako da njegov realni i njegov
imaginarni broj podijelimo tim brojem.

Primjer 3. Izraunajmo: (—3+6i):(-2) .
. -3+6i -3 6. 3 _.
(-3+6i):(-2) S T,y 3i

Dva kompleksna broja dijelimo tako da dijeljenje najprije zapiSemo u obliku
razlomka. Taj razlomak zatim proSirimo mnozeci njegov brojnik i nazivnik
konjugiranim nazivnikom:

a+bi _a+bi c—di _(a+bi)-(c—di)

c+di c+di c—di ¢’ +d?

konjugirano
kompleksni
brojevi
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Primjer 4. lzraCunajmo:
8—i 8-i 2—i (8-i)(2-i) 16-8i—-2i+i® 15-10i 15 10,

a = : = = =—-—i=3-2i
)2+i 2+i 2—i  (2+i)-(2-0) 2% +1° 5 5 5

1 1 445 4 +5i 4+5 4+5i 4 5.

b) - s . ; N A2 2 =—+—I
4-5i 4-5i 4+5i (4-5i)-(4+5i) 4*+5 41 41 41

_ - _ - - _ - .. ._ .2 -
o 3-2_3 _2|_;:(3 _fu) i_3si-2" 2+3i_2 3. ., o

I [ I i -1 -1 -1 -1

6.5. APSOLUTNA VRIJEDNOST KOMPLEKSNOG BROJA

Apsolutna vrijednost (modul) kompleksnog broja z=a+hbi je
|z| =|a+bi|=+va®+b*.

Apsolutna vrijednost uvijek je nenegativan realan broj.

Primjer. lzracunajmo apsolutne vrijednosti zadanih kompleksnih brojeva:

a) z=3+4i 7| =~/3% +4% =25 =5
b) z=-2-i 7 =y(=2) +(-17 =J4+1=45

c)z=-5 |z|=/(~5)" +0% =5
d) z=7i |z|:\/02+72:\/4_9:7

ZADACI ZA VJEZBU:

1. I1zraCunaj:
a) 4J—2-6J—5-[V-2-5/-5+-2)=
b) 3vJ—7—-4J-28 +6/-63 =

2. Odredi realne brojeve x i y tako da vrijedi zadana jednakost:
a) (3x+12)+(x—y)i =—4y +10i
b) 2x+4xi+y-3yi=4-"7i
c) (4-3i)x—(2-5i)y=7

3.Odrediz_2—zl,z_1-zz,3-zlz,ﬁ,|zl+zz|
Z
a) z,=—4+3i iz,=1+i
3 . 1
b =—=+ilz,=———i
) a=yriia=g
4. Odredi Rez i Imz ako je:
3-2i

Si

a) z=

apsolutna
vrijednost
kompleksnog
broja
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2-4i

b) z= +5-2i
3i
¢) z=3—4i+ =%
3+4i
d) z= 2+

(1-i)-(3+4)

7. KVADRATNA JEDNADZBA | KVADRATNA FUNKCIJA

Kada proucite ovu nastavnu cjelinu, moci cete odgovoriti na pitanja:
1. Sto je kvadratna jednadzba i kako rieSavamo kvadratnu jednadzbu?
2. Sto je graf kvadratne funkcije i kako ga crtamo? Gdje ga nalazimo u svakodnevnom zivotu?

7.1. KVADRATNA JEDNADZBA

Jednadzba oblika ax”* +bx+c =0 gdje su a,b,c R i a # 0 naziva se kvadratna
jednadzba.

Zahtjev da je a # 0 osigurava da jednadzba sadrzi x>. Naime, ako je a=0, radi
se o linearnoj jednadzbi bx+c=0.

Brojevi a, b i ¢ nazivaju se koeficijenti kvadratne jednadzbe.
Koeficijent a nazivamo kvadratni ili vodeci, koeficijent b linearni, a koeficijent ¢
slobodni koeficijent.

Primjer 1. Odredimo kvadratni, linearni i slobodni koeficijent kvadratne
jednadzbe:

‘ednadsba kvadratni linearni slobodni
J koeficijent koeficijent koeficijent
a) 2x* —=3x+4=0 2 -3 4
b)—x2+1x—g:0 -1 1 _E
2 3 2 3
c) —6.2x* +x=0 -6.2 1 0
d) 3x* —\/3=0 3 0 ~J3
e) 3-5x+7x*=0 7 -5 3

Ako je u kvadratnoj jednadzbi koeficijent b ili ¢ jednak nuli, jednadzbu nazivamo
nepotpuna.

Kvadratna jednadzba kojoj je koeficijent b jednak nuli, tj, jednadzba oblika

ax’ +¢ =0 naziva se éista kvadratna jednadzba. RjeSavamo je tako da
najprije slobodni koeficijent ¢ prebacimo na desnu stranu jednadzbe

ax’ =—c,

kvadratna
jednadzba

kvadratni
linearni

slobodni
koeficijent

nepotpuna
kvadratna
jednadzba

Cista
kvadratna
jednadzba
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a zatim dobivenu jednadzbu podijelimo brojem a:
x2=-%
Korjenovanjem nalazimo dva rjeSenja:

X, = =~ .

QD
DO )

Primjer 2. RijeSimo Ciste kvadratne jednadzZbe:

a) x*-9=0 b) x*+25=0
x?=9 x? =-25
X, = /9 X, = +4/- 25
X,, =3 X,, = bi

=
N
=

2

Kvadratnu jednadzbu kojoj je slobodni koeficijent ¢ jednak nuli, tj. jednadzba
oblika ax® +bx =0 naziva se prikraéena kvadratna jednadzba. Rje$avamo je
izlu€ivanjem nepoznanice x:

x-(ax+b)=0.
Na lijevoj strani dobivamo umnozak faktora x i (ax+ b). Umnozak je jednak O

samo ako je bar jedan od faktora jednak O:
x=0ili ax+b=0.
RjeSavanjem druge jednadzbe nalazimo oba rjeSenja:

X, =0 il xzz—g.

Primjer 3. RijeSimo prikracene kvadratne jednadzbe:

a) x> +6x=0 b) 2

3x*-=x=0
x(x+6)=0 3
x=0ili x+6=0 X(3X_Ej=0
X, =0ili x,=—-6 3

x=0ili 3x—g:O
3
x=01ili 9x-2=0

X =0ili x, =

N

7.2. FORMULA ZA RJESENJA KVADRATNE JEDNADZBE

Prije rjeSavanja kvadratne jednadzbe u opcem obliku, rijeSimo ove jednadzbe:

Primjer 1. Rije$imo jednadzbu x* —6x+9=0.

prikraéena
kvadratna
jednadzba
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Lijeva strana jednadzbe je potpuni kvadrat, tj. x* —6x+9=(x—3), pa
jednadzbu mozemo napisati u obliku:

(x-3)* =0.
Odavde je x—3=0, odnosno x =3.

Primjer 2. Rijedimo jednadzbu x* —10x+21=0.

Nadopunimo lijevu stranu jednadzbe do punog kvadrata:
x> —10x+5% -5° +21=0.
Dobivamo:
(x=5)* —=25+21=0

(x-5)° =4

X—5=4/4

X—5=12

X, =71Xx,=3

Postupkom nadopunjavanja do potpunog kvadrata op¢e kvadratne jednadzbe,
dolazimo do formule za rjeSenja kvadratne jednadzbe:

B —b++b* —4ac

X, ., =
1,2
2a

Primjer 3. RijeSimo kvadratne jednadzbe:

a) x*—8x+7=0

_-bb’-4ac _(-8)+(-8)°-4-1.7 8+64-28 8436 86

L2 2a 2.1 2 2 2
x1:—8_6:1 i X, :—8+6:7.
2 2

b) x* —6x+13=0

6+4/(-6)°—4-113 6+436-52 6+-16 6+di
2.1 2 2 2

x1=6+24' —342i i x2=%=3—2i.

Xl, 2

Primjer 4. RijeSimo kvadratne jednadzbe:

X+1 B x-1
4X+6 2X+3

a)

formula za
rjeSenja
kvadratne
jednadzbe
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(x+1)2x+3)=(x—1)(4x +6)
2X% +3X+2Xx+3=4x> —4x+6x—6

2x? —-3x-9=0
3+.(-3)P-4-2-(-9) 3+9
X2 = =
2 2 4
3+9 . 3-9 3

X, =——=31 X, =——
! 24 2

b) (x+3) +(2x+1f = (x+4)
X2 +6X+9+4x% +4x+1=x>+8x+16

4x* +2x-6=0
2x> +x-3=0
~1+12-4.2.(-3) -145
X1’2= =
2-2 4
-1+5 . -1-5 3
| = =lix,=——=—-.
4 4 2

7.3. DISKRIMINANTA KVADRATNE JEDNADZBE

Pogledamo li formulu za rje$enja kvadratne jednadzbe ax” +bx+c=0:

—b++b* —4ac

%12 2a ’
mozemo uoditi da broj i vrsta rieSenja ovisi o predznaku izraza b® —4ac, koji se
nalazi pod korijenom. Taj se izraz naziva diskriminanta kvadratne jednadzbe i
oznacCava s D.

Diskriminanta kvadratne jednadzbe D = b* —4ac odreduje vrstu rieSenja
kvadratne jednadzbe ax’ +bx+c=0:

= ako je D > 0, jednadzba ima dva razliCita realna rjeSenja: x, # x,
= ako je D < 0, jednadzba ima dva konjugirano kompleksna rjeSenja: x, = x_2
= ako je D = 0, jednadzba ima jedno (dvostruko) realno rjeSenje: x, = x,

Primjer 1. lzraCunajmo diskriminantu i odredimo vrstu rjeSenja kvadratne
jednadzbe:

a) 2x* +5x+3=0
D=b*—-4ac=5"-4-2-3=1>0 jednadzba ima dva razli¢ita realna rje$enja

b) 2x* +3x+2=0

diskriminanta
kvadratne
jednadzbe

40




D=b?—-4ac=3"-4.2-2=-7<0 jednadzba ima dva konjugirano
kompleksna rjeSenja

C) 4x* +4x+1=0
D=b?—-4ac=4°-4-4.1=0 jednadzba ima jedno (dvostruko) realno

rieSenje

Primjer 2. Odredi realni parametar p tako da jednadzba:

a) x* —4x+ p—1=0 ima dva razli¢ita realna rje$enja

Zanima nas kada je D >0.
D=b’-4ac=(-4)-4-1.(p-1)=16-4p+4=20—4p
20-4p>0, —-4p>-20, p<5.

b) px®+2x—4=0 nema realnih rjeSenja
Ako jednadzba nema realnih rjeSenja, onda su njezina rjeSenja konjugirano
kompleksni brojevi pa nas zanima kada je D <0.
D=b’-4ac=(-4)-4-1.(p-1)=16-4p+4=20—4p
20-4p>0, -4p>-20, p<5.

c) 4px® —(4p+ 2)x+ p =0 ima jedno dvostruko realno rjeSenje
D=b?-4ac=(-(4p+2))’ —4-4p-p=16p> +16p+4—16p® =16p+4
Zanima nas kada je D=0.
16p+4=0, 16p=—4, p:—%.

7.4. VIETEOVE FORMULE

Vieteove formule jesu formule za zbroj i umnozak rjeSenja kvadratne
jednadzbe:

X +x,=——
x,,X,...rjiedenja kvadratne jednadzbe ax’ +bx+c =0

X X, =—

Primjer. Ne rjeSavajuci kvadratnu jednadzbu, nadi zbroj i umnozak njezinih
rieSenja:

a) 5% —x+2=0

x 1x, =2 1.1
T a 5 5

c 2
%% =2 Ts

Viéeteove
formule
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b) 4—6x—-3x>=0

7.5. GRAF FUNKCIE f(x)=a(x—x,)" +Y,

Kvadratna funkcija je funkcija oblika f(x)=ax® +bx+c, gdje su a,b,c R i
az#0.

Graf kvadratne funkcije je krivulja koju nazivamo parabola. Njezin oblik ovisi

samo o kvadratnom koeficijentu a. Linearni koeficijent b i slobodni koeficijent ¢
odreduju tek polozaj parabole u koordinatnom sustavu.

Graf kvadratne funkcije f(x)=ax’

Primjer 1. U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove kvadratnih
funkcija:

a) f(x)=x?

b) f(x)=2x"
c) f(x)zgx2
d) f(x)=-x?

Kako bi nacrtali grafove zadanih kvadratnih funkcija, odredimo nekoliko njihovih
toCaka:

X 0 1 -1 2 | -2
f(x)=x2 0 1 11| 4] 4
X 0 1 -1 2 | -2
f(x):2x2 0 2 2 8 8
X 0 1 -1 2 | -2
1 1 1
f(x)==x* 0| = | =
(x)==x > 1522

kvadratna
funkcija

parabola
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F(x)= —x2 0 | -1|-1]-4]-4

Ucrtavanjem i spajanjem dobivenih toCaka skicirajmo traZzene grafove:

Nacrtane parabole simetri€ne su s obzirom na y-0s. To je os parabole.

Sve nacrtane parabole prolaze ishodistem koordinatnog sustava. Za prve tri
parabole to je najniza, a za tre€u najviSa toCka parabole. Tu to€ku nazivamo
tjeme parabole.

Sa slike zakljuCujemo: kada je koeficijent a pozitivan, tada je otvor parabole
prema gore, a kada je negativan, otvor parabole je prema dolje.

Graf kvadratne funkcije f(x)=ax*+c

Primjer 2. U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove kvadratnih
funkcija:

a) f(x)=x2
b) f(x)=x+1
c) f(x)=x*-2

Kako bi nacrtali grafove zadanih kvadratnih funkcija, odredimo nekoliko njihovih
toCaka:

X 0 1 | -1
f(x)=x*+1 1122|515

N
|
N

f(x)=x*-2 | -2 | -1 |-1] 2 | 2

0s parabole

tieme
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Ucrtavanjem i spajanjem dobivenih toCaka skicirajmo traZzene grafove:

Zakljuéujemo:

Graf kvadratne funkcije f(x)=ax?+c, tj. parabola y = ax? +c, dobije se
pomakom parabole y =ax* za ¢ poy osi i to prema gore ako je ¢ >0, a prema
dolje ako je ¢ <0. Tjeme ove parabole je T(0,c).

Graf kvadratne funkcije f(x)=a(x-x,)’

Primjer 3. U istom koordinatnom sustavu nacrtajmo grafove kvadratnih
funkcija:

1,
a) f(X)Z_EX

b) (x)=-7(x-2)
0 F(x)=-3(x+3)

Kako bi nacrtali grafove zadanih kvadratnih funkcija, odredimo nekoliko njihovih
toCaka:

X 0 1 -1 2 | -2
f(x):—lx2 0o | -1 —% -2 | -2
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X 0 1 2 3 4
1 ) 1 1
f(x)=—=(x=2P | _2 | == A
()==Z0=2]" | 2 | == ] 0 | -> | -2
X 0 | 1] 2]-3] _4]-5
1 .| 9 1 1
F(X)=—=(x43) | =2 | _o | -2 1
()=—50+3f | =5 | =2 | =5 | 0 | -5 | -2

y = -1/2(x-2)2

Zakljuéujemo:

Graf kvadratne funkcije f(x)=a(x—x,)*, tj. parabola y =a(x—x, )*, dobije se
pomakom parabole y =ax’ za X, po x osi udesno ako je x, >0, a ulijevo ako je
X, <0. Tjeme ove parabole je T(x,,0).

Graf kvadratne funkcije f(x)=a(x—x,)* + Y,

Primjer 4. Nacrtajmo graf kvadratne funkcije f(x)= %(x+ 2)° -3.

Prema prethodnim primjerima zaklju€ujemo da ée graf ove funkcije biti parabola

dobivena pomakom parabole y = %xz po x osi za 2 ulijevo i po y osi za 3 prema

dolje:
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y = 1/2(x+2)2-3

Graf kvadratne funkcije f(x)=a(x—x,)’ +Yy,. ti. parabola y =a(x—x, )" + Y,

dobije se pomakom parabole y =ax* za x, po x osi udesno ako je x, >0, a

ulijevo ako je x, <0 ipoy osi prema gore ako je y, >0, a prema dolje ako je
Y, <0. Tjeme ove parabole je T(x,,Y,).

7.6. NULTOCKE KVADRATNE FUNKCIJE

Nultocka je toCka u kojoj graf funkcije sijeCe x os, tj. to€ka u kojoj je vrijednost
funkcije jednaka nuli: y= f(x)=0.

Nulto¢ke kvadratne funkcije f(x): ax’ +bx +c rjeSenja su pripadne kvadratne

jednadzbe ax® +bx+c =0. Njezina realna rjeSenja sjecista su njezinog grafa s x
osSi.

Primjer. Odredimo nulto¢ke kvadratnih funkcija:
a) f(x)=x?+4x-12

RjeSavamo pripadnu kvadratnu jednadzbu x* +4x—12 =0. Njezina rjedenja
su x, =2 i x, =—6 pa zadana funkcija ima dvije nultoke (2,0) i (~6,0).

b) f(x)=—%x2 +4x-8

RjeSavamo pripadnu kvadratnu jednadzbu — % x* +4x—-8=0. Njezino

(dvostruko) rieSenje je x =4 pa zadana funkcija ima jednu nultocku (4,0).

nultocka
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c) f(x)=3x*-5x+3
Rjesavamo pripadnu kvadratnu jednadzbu 3x* —5x +3=0. JednadZba nema
realnih rjeSenja pa zadana funkcija nema nulto¢aka.

7.7. GRAF FUNKCIJE f(x)=ax®+bx+c
Graf kvadratne funkcije f(x)=ax? +bx+c je parabola y=ax® +bx+c.

Crtanje grafa kvadratne funkcije f(x)= ax® +bx+c provodimo u nekoliko

koraka:
= Akoje a>0, otvor parabole je prema gore, a ako je a <0, otvor parabole

je prema d0|je' koordinate
= Nalazimo koordinate tiemena T(x,, Y, ) parabole prema formulama: tiemena
-
2a
_ dac-b?
Yo = 1

= Nalazimo sjecista parabole s koordinatnim osima.

Primjer. Nacrtaj graf funkcije f(x):%x2—3x+g.

Buduci je 1 > 0 otvor trazene parabole je prema gore. Tjeme parabole ima

koordinate:
XOZ—ZLZ—_—31:3
a .=
2
15 2
_ 4ac-b’ _4'5'5_(_3) _
°  4a 1 B
4.=
2

odnosno T(3-2).

Sjeciste parabole s y osi je to¢ka s koordinatama (Ogj jerje f(0)= g

Da bi odredili sjecista parabole s x osi, tj. nultoCke, rieSavamo pripadnu
kvadratnu jednadzbu %xz —3x+g =0. NjezinarjeSenjasu x, =11 X, =5 pa

zadana funkcija ima dvije nultocke (1,0) i (5,0).
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ZADACI ZA VJEZBU:

1. RijeSi kvadratne jednadzbe:

a) 9x° —1=0
2
b) = +3=0
27
c) I(x-1y =4
d) (5x+5) +100=0
&) (x+1y +(2x—3)2 _ l4x+l
3 4 6
f) —2x*+x=0
g) x° 2-x/8=0

h) zxz—zx=0
3 4

)] 4-(x—3)—(x2+4x—2)=x2

) (x+1)x=3)=3-(x-2)+3

| (1’0)\/%0) | | | | i

T(3,-2)

K) (x+1) = (x+1)2x+1)
) 5x2+7x_2x2—9x:0
4 2

m) x> —4x+3=0
n) 4x° +4x—15=0
0) 16x* +24x—-7=0

p) 6x>°—x—2=0
r) x> +110 = -22x
96

u) 3-(x—2)x+2)=x>-5

2. Ne rjeSavajuci kvadratnu jednadzbu odredi broj i vrstu, te zbroj i umnozak

njezinih rieSenja:
a) 8x*+3x+5=0
b) 1-4x+4x*=0
c) 3x*=4x+5

3. Odredi realni parametar p tako da jednadzba:
a) x> —px+4=0 ima jedno (dvostruko) realno rjesenje
b) 2px? —x+1=0 ima dva razli¢ita realna rjeSenja
c) x*-5x+ p—1=0 nema realnih rjeSenja (ima konjuguirano kompleksna

rieSenja)

d) (p—2)x*-2px+ p-2=0 ima dva razli¢ita realna rieSenja
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4. Nacrtaj graf kvadratne funkcije (pomacima po koordinatnim osima):
a) f(x)=-2(x- 2)2 +3

b) f(x)=2(x+3) -
C) f(x):——(x 3) +2
d) flx)=> (x+3) -2

5. Nacrtaj graf kvadratne funkcije (odredi koordinate tiemena i sjeciSta s
koordinatnim osima):

a) f(x):—%xz—x+4
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KONTROLNA ZADACA - ZADACI ZA SAMOPROVJERU ZNANJA

PRIMJER PISANOG ISPITA ZNANJA 1Z MATEMATIKE

1. Rijesi jednadzbu: x—l-{f—l (X+1ﬂ=x—x;z

213 212 3 3
2. RijeSi nejednadzbu, skup rjeSenja skiciraj na brojevnom pravcu i zapiSi u obliku intervala:
x—1 2x+3 1
1+ =——<x-— ——
10 5 2
3. Trazenom metodom rijeSi sustave jednadzbi:
a) metodom supstitucije: b) metodom suprotnih c) grafickom metodom:
koeficijenata:
4-(x-1)-3-(x+y)=0 4x-y-12 x-2y+3 ~2x-y-5=0
3x-4-(y-2)=0 5 15 —X+y-1=0
S5x-y-9 4x-y-13 1
12 9

4. Ivo, Pero i Marko za obavljeni su posao dobili 910 kn. Ako je Ivo radio 6 sati, Pero 8 sati, a
Marko 12 sati, koliko ¢e kuna dobiti svaki od njih?
5. Za prijevoz sirove nafte potrebno je 40 cisterni nosivosti 20.2 t.
a) Ako su na raspolaganju cisterne nosivosti 25.25 t, koliko Ce ih trebati za prijevoz iste
koli¢ine nafte?
b) Kolika je nosivost cisterni ako ¢e ih za prijevoz iste koli€ine nafte trebati 647
6. Trgovacki putnik osim placée i placenog prijevoza dobije proviziju od 3.5% po narudzbi.
a) Ako je u jednom mjesecu imao narudzbi u vrijednosti 821.1 kn, 5016.65 kn, 2575.5 kn i
696.75 kn, kolika je bila provizija?
b) Koliku je narudzbu imao trgovacki putnik u jednom mjesecu ako mu je provizija bila
420 kn?
7. Koliko postotni alkohol moramo pomijesati s 30 litara 40%-tnog alkohola da bi dobili 50 litara
60%-tnog alkohola?
8. lzraCunaj opseg jednakokraénog trokuta ako je njegova povrsina 60 cm?, a duljina
visine na osnovicu 0.12 m.
9. lzraCunaj povrsinu romba ako je njegov opseg 68 cm, a duljina jedne njegove
dijagonale 30 cm.
10. Opsezi dviju koncentriCnih kruznica su 5024 mm i 389.36 cm. IzraCunaj povrsinu
kruznog vijenca odredenog tim kruznicama.

11. AKo je z, =—4+3i iz, =1+i,odredi z,—z,, z,-z,, 3-2°, =L, |z, + 2,
2
12. RijeSi jednadzbe:
a) —13+6x—x’ =0 b) (x—3F +(x—4f =(x-5f +5
12. Ne rjeSavajuci kvadratnu jednadzbu 3+%x2 —x =0 odredi broj i vrstu, te zbroj i umnozak
njezinih rjeSenja.
13. Nacrtaj graf kvadratne funkcije:
a) f(x)=-2(x—1) +4 (pomacima po koordinatnim osima)

b) f(x)= %xz —x—% (odredi koordinate tjemena i sjecista s koordinatnim osima)
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